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Re´sume´ :
Nous e´tudions des couplages modaux non line´aires intervenant dans des vibrations de grandes amplitudes
de coques minces. L’objet de ce travail est un steelpan, instrument a` percussion fabrique´ a` partir de bidons
me´talliques. Les instabilite´s et les branches de solutions couple´es dues a` la pre´sence de re´sonances 1:2:2
sont e´tudie´es the´oriquement et expe´rimentalement.
Abstract :
Modes coupling in geometrically nonlinear vibrations of thin shells are studied. Our work focuses on
the case of steelpans, percussion instruments made from oil drums. Instabilities and coupled solutions
branches due to 1:2:2 internal resonances are studied theorically and experimentally.
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1 Introduction
Les steelpans sont des instruments a` percussions me´lodiques qui proviennent de l’ˆıle de Trinidad et
Tobago. Ils sont fabrique´s a` partir de bidons de pe´troles qui subissent une succession de transformations
qui e´tire et de´forme le me´tal pour obtenir une cuve sphe´rique concave a` l’inte´rieur de laquelle sont
re´parties les diffe´rentes notes de l’instrument. Chaque note est un doˆme convexe obtenu par martelage
de la coque principale.
Dans une se´rie d’articles dont [1, 2], Achong montre que les steelpans ope`rent a` la manie`re d’un syste`me
non line´aire de modes localise´s autour du point d’excitation. La non-line´arite´ ge´ome´trique entraˆıne des
couplages entre les modes propres de la structure via des re´sonances internes dont l’incidence sur le
timbre de ces instruments est primordiale. Par ailleurs, Rossing et al. [9] ont re´alise´ de nombreuses
analyses modales sur diffe´rents steelpans de diffe´rents registres, ve´rifiant la localisation des modes et
l’existence de rapports entiers entre les premie`res fre´quences propres.
Nous avons mene´ des analyses modales sur un steelpan [7] (double second fig .1), mettant en e´vidence
l’existence re´currente de trois modes dont les fre´quences propres ve´rifient les relations f1, f2 ≈ 2f1 et
f3 ≈ 2f1, qui provoque une re´sonance interne 1:2:2 que l’on ne trouve pas analyse´e dans la litte´rature.
Les cas les plus proches que nous avons recense´s sont les re´sonances de type 1:2 [5, 8] et 1:1:2 [10].
Les de´veloppements the´oriques, pre´sente´s ici, peuvent permettre de mieux comprendre les instabilite´s
et les e´changes d’e´nergie lorsque cette configuration de re´sonance se pre´sente. Diverses applications,
notamment dans l’inge´nierie, sont possibles [3].
Nous conside´rons le steelpan comme une structure mince de ge´ome´trie courbe, dont le de´placement
transverse w est de´fini, en un point x1, sous la forme de variables se´pare´es en temps et en espace :
w(x1, t) =
N∑
k=1
Φk(x1)qk(t) (1)
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Figure 1 – Analyse modale d’un steelpan. (a) Le repe`re rouge indique la position de l’excitation
ponctuelle re´alise´e au moyen d’un syste`me bobine/aimant . Visualisation des trois premie`res de´forme´es
modales. (b) Mode 1 : f1 = 196.7Hz ; (c) Mode 2 : f2 = 388.7Hz ; (d) Mode 3 : f3 = 395.7Hz.
ou` pour chaque mode k ∈ [1 : N ], l’amplitude qk subit la contribution de la kie`me de´forme´e modale Φk.
Dans le cas de la re´sonance 1:2:2, le mode`le (1) se restreint a` trois modes propres et la forme normale
des amplitudes donne le syste`me (2), dont les non-line´arite´s pre´ponde´rantes sont de type quadratique :
q¨1 + ω21q1 =  [−2µ1q˙1 − α1q1q2 − α2q1q3 +Q1(t)] (2a)
q¨2 + ω22q2 = 
[
−2µ2q˙2 − α3q21 +Q2(t)
]
(2b)
q¨3 + ω23q3 = 
[
−2µ3q˙3 − α4q21 +Q3(t)
]
(2c)
ou` ωk est la pulsation propre, µk l’amortissement modal et Qk un terme de forc¸age exte´rieur. Les
coefficients αi permettent les e´changes d’e´nergie entre les trois modes.  est un petit parame`tre que l’on
prendra par la suite e´gal a` 1.
2 Re´solution par la me´thode des e´chelles multiples
On se propose de re´soudre analytiquement le syste`me (2) par la me´thode des e´chelles multiples [8].
On sollicite les oscillateurs de manie`re harmonique, par Qk = Fk cos Ωt, autour de leur fre´quence de
re´sonance (Ω ≈ ωk=1,2,3). La re´solution se fait selon deux e´chelles temps (T0 = t et T1 = t), de sorte
que les amplitudes solutions de (2) s’e´crivent sous la forme : qk(T0, T1) = ak(T1) cos(ωkT0 + θk(T1)).
La re´sonance 1:2:2 implique que les fre´quences sont telles que ω2 = 2ω1 + σ1 et ω3 = 2ω1 + σ2, ou` σ1 et
σ2 sont des parame`tres de de´saccords internes. Le forc¸age exte´rieur est applique´ par Ω = ωk+σ, ou` σ est
le parame`tre de de´saccord externe, selon deux cas distincts. Le premier consiste a` exciter le mode basse
fre´quence, avec Q1 = F1 cos Ωt et Q2 = Q3 = 0, ou` Ω = ω1 + σ. Les solutions obtenues (3) montrent
que les modes de haute fre´quence oscillent a` une fre´quence double de la fre´quence d’excitation. Dans
le second cas, on sollicite les modes de haute fre´quence. L’excitation est exerce´e par Q2 = F2 cos Ωt et
Q3 = F3 cos Ωt et Q1 = 0, ou` on choisit Ω = ω2 + σ , soit un e´cart par rapport a` la troisie`me fre´quence
quantifie´ via : Ω = ω3 + (σ+σ1−σ2). Les solutions (4) montrent que le mode de basse fre´quence oscille
a` une fre´quence moitie´ de la fre´quence d’excitation.
Les amplitudes ak et les phases ψk, sont solutions d’un syste`me dynamique, qui permet de les calculer
en fonction du parame`tre de de´saccord σ et des parame`tres du syste`me, ainsi que de de´terminer des
e´ventuelles instabilite´s et bifurcations.

q10 = a1 cos(Ωt+ ψ1)
q20 = a2 cos(2Ωt+ ψ2)
q30 = a3 cos(2Ωt+ ψ3)
(3)

q10 = a1 cos(Ω2 t+ ψ1)
q20 = a2 cos(Ωt+ ψ2)
q30 = a3 cos(Ωt+ ψ3)
(4)
2.1 Excitation Basse Fre´quence (Ω ≈ ω1)
Une proprie´te´ caracte´ristique du syste`me excite´ en basse fre´quence est qu’il n’existe que des branches
couple´es telles que a1, a2, a3 6= 0. Meˆme pour de faibles forc¸ages (fig. 2 (a)), l’e´nergie est transmise aux
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modes de haute fre´quence. Ainsi des composantes de fre´quence double (2Ω) apparaissent dans la solu-
tion (3). Sur la figure 2, les parame`tres sont tels que les oscillateurs 2 et 3 sont strictement identiques,
c’est pourquoi les courbes des amplitudes a2 et a3 se superposent parfaitement.
Plus on augmente le forc¸age exte´rieur (fig. 2 (b)), plus l’e´nergie transmise aux modes 2 et 3 est impor-
tante. A` partir d’une valeur seuil, le syste`me devient instable, il pre´sente des bifurcations qui favorisent
le couplage et provoquent des phe´nome`nes de saut entre les solutions stables. En regardant l’e´volution
des valeurs propres de la matrice jacobienne du syste`me a` l’e´chelle de temps T1 (fig. 2 (c1) et (c2)),
on remarque qu’il existe deux types d’instabilite´s : une bifurcation noeud-col ou` les valeurs propres
traversent l’axe imaginaire du plan complexe le long de l’axe re´el, et une bifurcation de Hopf ou` deux
valeurs propres complexes conjugue´es traversent l’axe imaginaire simultane´ment.
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Figure 2 – Excitation BF : Ω ≈ ω1. Influence du forc¸age. Parame`tres : ω1 = 1 ; σ1 = σ2 = 0 ; µk = 0.01 ;
αi = 0.1. (a) F1 = 0.001 : Couplage vers les modes 2 et 3 ; (b) F1 = 0.1 : Syste`me instable ; (c) Trajet
des valeurs propres dans le plan complexe : bifurcations noeud-col (c1) et Hopf (c2).
On regarde maintenant le cas ou` les modes 2 et 3 diffe`rent par leurs de´saccords internes (σ2 6= σ3). Sur
la figure 3, on remarque que le syste`me n’est plus syme´trique et que les amplitudes a2 et a3 ont des
comportements diffe´rents. Aussi, de`s que le de´saccord est suffisamment grand pour e´loigner la re´sonance
d’un des modes de haute fre´quence (ω3 = 2ω1 + σ2) loin de la re´sonance ide´ale (2ω1) (fig. 3 (b)), le
couplage tend a` disparaˆıtre et on retrouve un comportement global semblable au cas de la re´sonance
1:2 [8, 5]. Enfin, toujours en e´cartant l’une des deux re´sonances haute fre´quence, on peut observer une
restabilisation du syste`me, au voisinage de σ = 0, entre deux bifurcations de Hopf (fig. 3 (c)).
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Figure 3 – Excitation BF : Ω ≈ ω1. Influence du de´saccord interne. Parame`tres : ω1 = 1 ; µk = 0.01 ;
αi = 0.1. (a) F1 = 0.03 ; σ1 = 0.01 ; σ2 = 0.02 : a2 6= a3 ; (b) F1 = 0.03 ; σ1 = 0.01 ; σ2 = 0.1 : Retour
sur la re´sonance 1:2 ; (c) F1 = 0.1 ; σ1 = 0.01 ; σ2 = 0.04 : Stabilisation de la branche instable.
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2.2 Excitation Haute Fre´quence : Ω ≈ ω2 ≈ ω3
On se place de´sormais dans le cas ou` les modes 2 et 3 sont excite´s. Contrairement au cas pre´ce´dent, ou` il
n’existe que des solutions couple´es, la re´solution du syste`me au premier ordre montre que des solutions
non couple´es, telles que a1 = 0, sont possibles. Les amplitudes a2 et a3 ve´rifient alors les relations (5) :
c’est-a`-dire exactement les solutions line´aires, conforme´ment aux e´quations (2b) et (2c), a1 = 0 implique
que les oscillations 2 et 3 re´pondent line´airement au forc¸age. On observe que les maxima sont localise´s
en σ = 0 pour a2lin et σ = σ2 − σ1 pour a3lin.
a2lin =
F2
2ω2
√
µ22 + σ2
et a3lin =
F3
2ω3
√
µ23 + (σ + σ1 − σ2)2
(5)
La solution de base est telle que a2 6= 0 et a3 6= 0, son e´tude de stabilite´ doit eˆtre mene´e dans l’espace
(σ, a2, a3). Lorsque la solution (5) devient instable, des solutions couple´es telles que a1 6= 0 apparaissent,
ce qui se traduit dans la re´ponse (4) par l’apparition d’une composante de fre´quence moitie´ (Ω/2). On
montre que la limite de stabilite´ (6) est de´finie dans l’espace (σ, a2, a3) par la surface :
Slim = {(σ, a2, a3)|T1 = T2a22 + T3a23} (6)
ou` : T1 = 4ω21(4µ21 + (σ1 + σ)2) ; T2 = α21 ; T3 = α22 + 2α1α2
ω3
ω2
F2
F3
T , avec T = µ2µ3 + σ(σ + σ1 − σ2)
µ22 + σ2
.
Le syste`me est instable de`s qu’il franchit la surface Slim (fig. 4 (a)). Dans les plans {σ, a2} et {σ, a3},
la surface est borne´e par des courbes limites c2lim = Slim ∩ {a2 = 0} =
√
T1/T2 et c3lim = Slim ∩ {a3 =
0} = √T1/T3. Par rapport a` la re´sonance 1:2, la pre´sence de l’oscillateur 3 introduit une dimension
supple´mentaire rendant le syste`me plus instable via la ge´ome´trie complexe de c3lim et le fait que la
solution de base (5) se de´cale du plan {a3 = 0}. Nous parvenons a` de´terminer la zone de couplage du
syste`me global en injectant les expressions line´aires (5) dans (6). Ainsi on obtient de nouvelles courbes
limites s2lim et s3lim dans des espaces bidimensionnels, permettant un traitement algorithmique plus
simple des points limites de stabilite´ (fig. 4 (b)).
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Figure 4 – Excitation HF : Ω ≈ ω2 ≈ ω3. Limite de stabilite´ de la solution non couple´e. Parame`tres :
ω1 = 1 ; F2 = F3 = 0.1 ; σ1 = 0 ; σ2 = 0.02 ; µk = 0.01 ; αi = 0.1. (a) Solution de base (5) et surface
limite de stabilite´ Slim dans (σ, a2, a3). (b) De´termination des points limites de stabilite´ dans {σ, a2} et
{σ, a3}.
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La me´thode des e´chelles multiples ne permettant pas d’extraire des expressions simples et manipulables
pour les solutions couple´es, celles-ci sont de´termine´es nume´riquement par continuation d’orbites peri-
odiques via le logiciel Manlab [4, 6]. Nous ve´rifions alors la cohe´rence sur la zone de couplage entre la
me´thode analytique (fig. 5 (a)) est la me´thode nume´rique (fig. 5 (b)). Les solutions couple´es re´ve`lent
un comportement hyste´re´tique de la solution. Des phe´nome`nes de sauts permettent le passage des so-
lutions line´aires aux solutions couple´es, caracte´rise´es par l’apparition de a1 (en bleu), de composante
fre´quentielle (Ω/2).
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Figure 5 – Excitation HF : Ω ≈ ω2 ≈ ω3. Parame`tres : ω1 = 1 ; F2 = F3 = 0.1 ; σ1 = 0.01 ; σ2 = 0.05 ;
µk = 0.01 ; αi = 0.1. (a) Stabilite´ analytique ; (b) Trace´ des solutions par la me´thode nume´rique.
3 Re´sultats expe´rimentaux - recalage du mode`le
Expe´rimentalement, le steelpan est place´ sous excitation force´e a` l’aide d’un syste`me e´lectromagne´tique
constitue´ d’un aimant et d’une bobine circulaire parcourue par un courant. On applique ainsi une force
ponctuelle sinuso¨ıdale sur une note choisie. La fre´quence d’excitation varie aux alentours des fre´quences
de re´sonance des modes propres. La mesure de vibration est effectue´e ponctuellement a` l’aide d’un
vibrome`tre laser. Le mode`le the´orique est ajuste´ aux mesures en comparant le de´placement transverse
w(x1, t) = Φ1(x1)q1(t) + Φ2(x1)q2(t) + Φ3(x1)q3(t), ou` x1 repre´sente le point de mesure. Dans le cas
de l’excitation basse fre´quence, (Ω ≈ ω1), on peut se´parer les composantes fre´quentielles a` Ω et 2Ω. La
figure 6 montre l’ajustement obtenu en conside´rant la composante a` Ω, permettant d’extraire l’amplitude
du mode 1 via w1 = Φ1a1.
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Φk 1 0.8252 -0.4756
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Figure 6 – Steelpan excite´ en basse fre´quence : Ω ≈ ω1 mesure en un point de la surface de la note
excite´e. (a) Superposition des courbes the´orique (bleu) et expe´rimentale (noir) ; (b) Parame`tres ajuste´s.
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4 Conclusions et perspectives
L’e´tude du comportement vibratoire des steelpans permet d’aborder le cas plus ge´ne´ral des coques de
ge´ome´trie complexe. L’e´tude des couplages modaux donne en outre des informations sur la dynamique
couple´e utile dans d’autres domaines [3].
Notre e´tude porte principalement sur une re´sonance de type 1:2:2, non e´tudie´e dans la litte´rature, ap-
portant un nouvel e´clairage au cas plus classique de la re´sonance 1:2. En effet, les re´sultats peuvent
s’interpre´ter comme la perturbation du cas 1:2 par l’ajout d’un oscillateur en haute fre´quence. Cette
pre´sence rend le syste`me plus instable et peut entraˆıner une phe´nome´nologie de solutions beaucoup plus
complexe.
Les mesures expe´rimentales en oscillations force´es permettent d’une part de valider l’existence du
phe´nome`ne dans le steelpan et d’autre part d’identifier les coefficients de couplage par ajustement des
courbes d’amplitudes. Les recalages sont encore en cours pour parfaire l’identification du comportement
lorsque l’excitation est proche des modes de haute de fre´quence.
Des simulations temporelles d’un mode`le de re´sonance 1:2, re´alise´ auparavant [7], montraient un tre`s
bon accord avec le comportement des sons de steelpans, lors du mode de jeu habituel (excitation im-
pulsionnelle). Les prochains de´veloppements concernent donc la simulation des oscillations libres de la
re´sonance 1:2:2, afin de quantifier l’impact du couplage sur le timbre des steelpans. Aussi, des mode`les
the´oriques des diffe´rentes e´tapes de la facture (martelage, emboutissage, chauffage) sont mis a` l’e´tude
afin de de´terminer les coefficients de couplage non line´aires a` partir d’une mode´lisation et non plus d’une
identification. Cette e´tude permettra en outre de quantifier les effets de tous ces processus de fabrication
de coques minces sur les caracte´ristiques vibratoires line´aires et non line´aires.
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